1 Vorbemerkungen

Alle Vektoren sind hier Spaltenvektoren. Eine Matrix besteht aus nebeneinandergeschrie-
C1

benen Vektoren. Wird die Matrix A = (dy,...,d,) mit dem Vektor ¢ = | : | multi-
CTL

pliziert, so ist das Ergebnis der Vektor A¢ = cid; + ... + ¢,d,. Das bedeutet, dass das

Ergebnis eine Matrix-Vektor-Multiplikation eine Linearkombination der Spalten der Ma-

trix mit den Koeffizienten im Vektor ist.

Wird eine Matrix A mit einer Matrix C' = (¢,...,¢Cy) (von rechts) multipliziert, so
besteht das Resultat AC' aus den nebeneinandergeschriebenen Spalten (Ac, ..., Aé,).

2 Theorie

A C" — C" sei eine lineare Abbildung.

Um eine einfache Darstellung der Abbildung A zu erhalten, sucht man zunéchst invariante
Unterraume des C"; d.h. Unterrdume U mit AU C U. Der erste Schritt dazu ist die
Bestimmung von Eigenvektoren. Das sind Vektoren ¢ mit Av' = Av. Dies bedeutet, dass
der von ¥ aufgespannte Unterraum invariant ist, und dass A darin eine Streckung um den
Faktor A bewirkt.

Es ist AT = A\ mit 7 # 0.

& Es gibt einen Vektor 7 # 0 mit (A — A\)7 =0

< der Kern von A — AI ist nichttrivial

& A — A ist nicht regulér

< det(A—AI)=0

2.1 Definition

(i) Das charakteristische Polynom p von A ist definiert als p(\) = det(A — AI).

(ii) Uber C zerfillt p in n Linearfaktoren:
pPA)=(A=A)"" A=) - (A=) mit vy +wa+-- 41 =n.

Die Zahlen A\; bis Ay heiflen Eigenwerte (EW) von A, ker A — A, ist der Eigenraum,
die nichttrivialen Elemente davon heiflen Eigenvektoren (EV).

(iii) Ist A ein Eigenwert von A, so nennt man {7| A0 = A7} = ker(A — \I) den Eigen-
raum zu A.

(iv) Ist A eine r-fache Nullstelle von p, so heiit r arithmetische Vielfachheit von A. Die
Dimension des Eigenraums r; > 0 heifit geometrische Vielfachheit.

Ab jetzt sei A ein fester EW von A und B := A — A\I. Dann beweist man:



2.2 Lemmal

Mit 7; == dimker B ist 0 =: 79 <17y <79 < -+ Ty = Tya] = - -

I
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Beweis:
Fiir jede lineare Abbildung B gilt ker B* C ker B**!, denn fiir & € ker B® folgt B't'# = BB'% =
B0 =0, also Z € ker B! und damit r; < 741.

Gilt andererseits einmal r; = r;,1, so ist ker B* = ker B! und somit B'% = 0« Btz =0.
Daraus folgt

Fcker B2 & B2 =0 BB*'# =04 BB'Z =0« B™HZ =0« 7 € ker B,

Das bedeutet rjy2 = r;y+1 = r;. Induktiv folgt, dass dann stets r; 4 = r; ist.

Dass der Fall r; = r;41 iiberhaupt eintritt, liegt daran, dass der Kern von B im C™ hochstens
n-dimensional werden kann.

(Die Tatsache r, = r ist genaugenommen die einzige Tatsache, die hier nicht bewiesen
wird.)

2.3 Lemma 2

Die Zuwéchse in den Dimensionen s, := r, — r,_; sind monoton abnehmend:
0=5u41 <Sw < Sp-1<-7-83 < 81 =771

Beweis:

Dies ist ein etwas schwierigerer Beweis: die Behauptung folgt aus der Tatsache, dass die Abbil-
dung B : ker B*2 4 pit1 — ker B4 pi injektiv ist.

Der Beweis erfolgt in drei Schritten:

1. Definition von B zwischen den Quotientenrdumen
2. B ist injektiv

3. Beweis der Aussage des Lemmas.

Gebraucht wird © € ker BPT! & BPT1§ = (§ < BPB# = 0 < B € ker BP.
zu 1. Fiir ¥ € ker B2 ist B¥ € ker Bit1

Die Elemente aus ker Bi“/ker Bi+1 sind Aquivalenzklassen von Vektoren mit Bi27 = 6, wobei
1 ~ Uy ist, falls BZ—Hl_fl = Bl+1172 ist.

Analog sind die Elemente von ker B f . pi Aquivalenzklassen von Vektoren mit Bitla@ = 0,
wobel Wy ~ Wy ist, falls B, = B'ws ist.

Zunichst muss gezeigt werden, dass B wohldefiniert ist, d.h. falls Bv} = @y und Bty = Wy ist
und @ und @ in derselben Aquivalenzklasse in ker B*+? liegen, dann liegen auch ; und s in
derselben Aquivalenzklasse im Bildraum ker B'*!. Wegen der Linearitit reicht es die Behauptung
fiir ¥5 = 0 und Wy = 0 zu zeigen.

Ist also o ~ 0, so ist @ € ker B! und damit @; = B#; € ker BY, also w; ~ 0. O

zu 2. Ist BT ~ 0 in ker B!, so folgt B'B% = 0 und damit B¢ = 0, also ¥ ~ 0 in ker Bi+2
O



zu 3. Benutzt werden zwei Tatsachen:
(i) Ist L : V; — V4 eine injektive lineare Abbildung zwischen den Vektorrdumen V; und Va, so

ist dim V; < dim V5.

(ii) dim P/g = dim P — dim @

Daher ist dim ker B2/ pi+1 < dim ker B o, i also

dim ker BZ+2 — dim ker BH_1 < dim ker BH_1 —dimker B* & Ti4+2 —Tit1 < Tit1 —Ti < Sit2 < Sit+1
O

2.4 Definition

Der Kern von B° heifit Hauptraum i+ter Stufe. Der Kern von B” (das ist gleichzeitig
die Vereinigung aller Kerne von B heifit verallgemeinerter Hauptraum.

Die Eigenvektoren bilden demnach den Hauptraum 1. Stufe.
Ab jetzt wird an einem Beispiel gearbeitet, um einer Indexinflation vorzubeugen.

In dem folgenden Beispiel ist r = 10, 71 =5, 71 =543 =8 und r3 =5+ 3+ 2 = 10.
Damit ist s; = 5, so = 3 und s3 = 2.

U3 S3 = 2
U2 SS9 = 3
U1 S1 = 5
| s—
r3 =10 Ty =8 rL=95 ro=0
ker B3 ) ker B2 2 ker B* ) ker BY
(Bild 1)
Man sieht:

¥ € ker BY & B'0 =0 B (B7) =0 < BV € ker B" .

Zwischen Us, Us und U, bildet B daher injektiv ab ab:

bis

b1y

b3 bi3

b31 bo1 b1y
) B ) B )

b3o REREE b22 e b12

Us Us U

(Bild 2)




Jetzt wird eine Basis 531 und 532 von Us gewéhlt.

Ausgehend davon werden weitere Vektoren definiert:
(i) Bbs; = 521, Bby, = by, und Bby; = 0. (Jordankette der Lange 3)
(ii) Bbsy = 522, Bbyy = bjy und Bbyy = 0. (Jordankette der Lange 3)

Im dreidimensionalen Raum U, werden by und bes durch b zu einer Basis ergénzt. Dann
erhélt man

(iii) ngg = 513, Bl;lg = 0. (Jordankette der Lange 2)
Zum Schlu werden die bereits bestimmten Vektoren in U; zu einer Basis ergénzt:
(iv) Bby = 0 (Jordankette der Linge 1)

(v) Bbys =0 (Jordankette der Linge 1)

Damit ist die Abbildung B in der Basis l;;j eindeutig beschrieben.

Beachtet man jetzt

Bi=0 (A-M)i=02A0=M und Bi=14 (A-\)0 =10 AT = A+,
so ergibt sich in der Basis

l:):lh [2217 [2317

9127 9227 b327

9137 b237

Q14 und
bis

folgende Matrixdarstellung von A:

O OO OO OO ¥
O O OO O O OO
O O OO > =IO OO
OO >0 O O O OO

S DD OO OO OO O
S OO O OO+ O
O O OO = OO oo
OO PO OO o O
OO O OO OO OO
> O OO OO oo oo

(a)
[a)
[a)
[e)

J ist die (besser: eine) Jordanform der Abbildung A.

Fafit man die Vektoren 511 bis 511 zu einer Matrix C' zusammen, so gilt AC' = CJ, also
A=CJCN

Bezeichnungen:

Die Elemente von wu; heiflen Eigenvektoren oder Hauptvektoren 1. Stufe, die Elemente
von U; heilen Hauptvektoren i-ter Stufe




3 Praktische Durchfiihrung

Gesucht sind die Jordanform und Transformationsmatrizen zu einer Selbstabbildung A
des R" (oder C").

(i) Berechne p(\) = det(A — AI)

(ii) zu jedem Eigenwert A wird das folgende Verfahren durchgefiihrt:

@

®

Fiir jeden Eigenwert A, bildet man B := A — A, I und bestimme die Rdume
U;, bis die Summe der Dimensionen die algebraische Vielfachheit von A, ist.

Dazu geht man iterativ vor: zunédchst wird eine Basis fiir die Eigenvektoren
(den Kern von B bestimmt (Gaufl’scher Algorithmus)

Berechne dann B? und berechne eine Basis des Kerns, indem die Basis von U;
durch s, weitere Vektoren ergdnzt wird. Diese ergénzenden Vektoren bilden
eine Basis von Us.

Dann wird eine Basis von Us berechnet, indem die Basis von ker B? durch s
weitere Vektoren (eine Basis von Us) ergénzt wird u.s.w.

Jetzt werden die Jordanketten aus Bild 2 konstruiert:

die Basis von Uz wird durch Anwendung von B in U, abgebildet und aus den
in(1) berechneten Basisvektoren zu einer Basis von U, ergénzt.

Die so berechnete Basis wird wiederum mit B abgebildet und zu einer Basis
erganzt.

Die j-Tupel ¥, BU, ... B’~'¢ von Basisvektoren mit einem Startvektor ¢ € U;
bilden jeweils eine Jordankette der Lange j.

Sobald insgesamt )\, Basisvektoren bestimmt sind, ist die Arbeit fiir diesen
Eigenwert getan.

(iii) Alle Jordanketten ¢, B, ... B’~'¢ werden in jeweils umgekehrter Reihenfolge (also
der Eigenvektor zuerst) B/~'¢, B/=2%, ... ¥ nebeneinandergeschrieben und zu einer
Matrix C' zusammengefafit.

In der Jordanmatrix J entspricht dieser Kette ein Jordanblock der Gréfle j x j, der

A1 0 -+ 0
Oox 1 --- 0
die Gestalt J(j7,A)= | : : .. .. | mit dem Eigenwert A hat.
00 -+ X 1
00 -~ 0 A

Die Jordanmatrix J ist dann eine Blockdiagonalmatrix, die aus den einzelnen Jor-
danblécken besteht.



4 Beispiel

S OO OO O OO
SO DD DO DO OO NO
SO DO DO DODOoONO -
SO DO O OO OO
SO DD DO NNO O oo
SO DO OO oo
S OO OO OO oo
SO N OO OoOo OO o
OO OO, OO oo
N OO OO OO O OO

Dann berechnet man p(A\) = (2 — \)', 2 ist also 10-facher Eigenwert von A.

Weiter bekommt man

o]
—_
o]

und B? =

[l lNe ol olo ol
SO DO DO DO oo oo
DO DD DD oo oo
D OO O+ OO oo
S OO DD OO oo oo
S OO OO O OO oo
S OO DO OO OO oo
S OO OO OO oo
DO DO OO+, OO oo
O OO O OO oo oo
S OO OO DO OO oo
S OO DO OO oo oo
[l elolelolBoNel s
SO DD DO DD OO oo
SO DD DO DO oo oo
SO DD DO DD oo oo
SO DD DO oo oo
OO OO R OO oo o
S OO OO DO oo oo
S OO DD O OO oo

AuBerdem ist B® = 0.

U, ist der Kern von B. Er besteht aus allen Vektoren, die an der 1., 3., 4. 8. und 9.
Stelle eine Null haben. Weil es in der Regel keine kanonische Wahl von Basisvektoren
gibt, beschreiben wir U; durch

Uy = (€ — €5,y + €5, — €, €7 — €2, €19 — €2).

Der Kern von B? besteht aus allen Vektoren, die an der 3. und der 8. Stelle eine Null
haben. Daher 148t sich U; durch

zu einer Basis von ker B? ergénzen.

Da ker B? aus allen Vektoren besteht, withlen wir

Jetzt werden die Jordanketten aufgebaut:

B_'g = 51, Bgl = _)2, ng =0 das sind bgl, b21 und bll



ng = 54, B€4 = 567 Bgﬁ = 6 das sind 532, 522 und 512
Das sind die beiden Ketten der Lénge 3.

In U, miissen jetzt die Bilder von Vektoren aus Us (€] und €j) zu einer Basis ergénzt
werden. Dazu wéahlen wir bys = €; + €9 und bilden die nachste Jordankette:

B(é& + gg) = 52 + 55, B(gg + 55) = 6 das sind 523 und 513

In U; muBl der Spann von €5, €g und €5 + €5 zu einer Basis ergénzt werden. Dazu wéihlen
wir
614 = 510 — 52 und b15 = 57 — 52.

Damit haben wir: in der Basis 511, 521, 531, 512, 522, 532, 513, 523,514 und 515 hat A die
Gestalt J von oben.

- = = =S = = =

01000001 0 0
10000010 —1 —1
00100000 0 0
00001000 0 0
00000010 0 0

C=loo0010000 o of und
00000000 0 1
00000100 0 0
00000001 0 0
(00000000 1 0]

0100 -1 010 0 1]
1000 0000 —10
0010 0000 00
0000 0100 00

ci_ (0001 0000 00

0000 0001 00
0000 1000 00
0000 0000 10
0000 0000 01
(0000 0010 00,

Die Jordanform von A 148t sich nun durch A = CJC~! und J = C~'AC erreichen.



