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2. Berechnung

Integralsiitze in R?

‘Hauptsatz fiir Kurvenintegrale ‘

Ist C' eine Kurve mit Anfangspunkt @ und End-
punkt b und f eine stetig differenzierbare Funkti-
on, so ist

[ erad f(7) di* = £(5) - £(a).

grad f(7) kann man natiirlich durch f’(7) ersetzen.

Ist C’ eine zweite Kurve mit gleichem Anfangspunkt @ und Endpunkt 5, SO ist
/grad f(r)dr = /grad f(r)dr, das Kurvenintegral ist also wegunabhéngig.
c C’

Ein Kriterium dafiir, daBl ein gegebenes Vektorfeld ¢ ein Gradientenfeld oder
Potentialfeld ist, d.h. dafl es ein Potential f gibt mit v = grad f, ist

Integrabilitidtsbedingung: Ist G sternférmiges Gebiet und gilt fiir das Vek-
torfeld 7 = (P,Q)" die Bedingung P, = Q., so gibt es ein Potential f, das nach
den Methoden von Kapitel 4.8 berechnet werden kann.

Ist insbesondere ¢ ein Potentialfeld und C' eine geschlossene Kurve, ist [ ¢ dr = 0.
— c

Beispiel 1: / (xfiygﬂ) dr mit der Kurve C = {(sint,t)|0 <t < 27}
c

Die Integrabilitédtsbedingung ist erfiillt:

mit P = 2zy und Q = 2> — y? ist P, = 22 = Q,.
Damit gibt es ein Potential f. Mit der Hinguckme-
¢’ thode aus Kapitel 4.8 erkennt man, daf§ f(z,y) =
22y — % ein Potential ist. Die Kurve C' hat den An-
fangspunkt (0,0) und den Endpunkt (0,27). Da-

mit ist

21

/17(?) dit = £(0,27) — £(0,0) = —gﬁ

c

Alternativ 148t sich das auch mit Hilfe der Wegunabhéngigkeit des Integrals be-
rechnen: statt iiber die komplizierte Kurve C' zu integrieren, berechnet man das
Integral iiber C" = {(0,¢)|0 < ¢ < 27}, also {iber das Stiick der y-Achse zwischen
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(Erster) Satz von Gauf3, Divergenzsatz

C
Sei G C R? ein Gebiet mit Randkurve C und dufe-

rem Normalenvektor 77. U sei ein Vektorfeld.

St

/U(F) Ads = G[divﬁd(x,y).

C

Eine andere Schreibweise fiir das Integral auf der linken Seite ist / o(7) dit, vgl.
c

Abschnitt 3. Die Divergenz von v = (Ul

. .o 9 )
ist divty = v Ty =0 Vgy .
112) 2z V1 T 5,02 1z T+ U2y

In Anwendungen wird die Divergenz als Quellenstiarke des Vektorfeldes betrach-
tet. Dann hat der Gauflsche Satz die Interpretation

Der Fluf des Vektorfelds durch die Randkurve des Gebiets ist gleich dem Integral

der Quellstiarke im Inneren.

Ist insbesondere die Divergenz des Vektorfelds null, verschwindet das Integral
iiber jede geschlossene Kurve.

3

% ) durch den Rand des Kreises mit

Radius 2 um den Ursprung.

Beispiel 2: Der Fluf§ von 9(z,y) =

31

Der Normalenvektor, der senkrecht auf der Kreisli-
nie steht, hat dieselbe Richtung wie der Ortsvektor

/ T = (:13) Da dieser Vektor den Betrag zwei hat,
9 J )

erhalt man 7 = — (x)

2\Yy

. .. . . .7 2
Den Kreis parametrisiert man natiirlich wie in 5.3 mit ¢(t) = ( COSt) und

7:‘

2sint

(Erster) Satz
von GauB
Divergenzsatz

Divergenz
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\(Et| = 2. Dann wird mit [ cos* ¢ dt = 3t + § sin 2t 4 55 sin4¢
2\ 1 [z T (8cosdt cost i

/Udﬁ:/ -— dSZ/ - 2dt:/16cos4tdt:127r.
0/) 2\y 0 sint

c c 0 0

Mit dem GauBschen Satz berechnet man dive' = 322 + 0 = 32? und damit
/ vdn = / 322 d(x,y). Unter Verwendung von Polarkoordinaten ist dieses Inte-

c K
gral
i rt 2 1 2
/D/03r2c082g0-rdrd<p:3Z’0(§+Zsin2gp)‘o =3-4-7=12m.
p=0r=

‘Satz von Green oder Zweiter Satz von Gauﬁ\

Satz von
Green C Sei G C R? ein Gebiet mit Randkurve C, P(x,y)
(Zweiter) Satz und Q(z,y) seien stetig differenzierbare Funktio-
von GauB nen. Dann ist

/de—l—Qdy:/(Qx—Py)d(x,y).

G

Mit o = <P> = <21> schreibt man das auch als /U(F) dr = /(sz—?lly> d(z,y).
2
c G

Beispiel 3: /(ex —y)dx + (siny + z) dy. Dabei ist G das Gebiet zwischen
Gle

den Graphen von y = 2 und y = 4.

Die Randkurve C besteht aus den beiden Teilen
Ch1 und C5. Der Teil C] 148t sich parametrisieren

mit ¢(t) = <f2 mit —2 <t < 2.

Cy y=4

G Statt mit Cy 148t sich einfacher mit der Kurve —C,

Oy y = 2 arbeiten: 5(15) = i mit —2 < ¢ < 2.
r 1 Beim Berechnen des entsprechenden Kurveninte-

-9 9 grals wird die Regel | = — [ angewandst.
~c c

Das Kurvenintegral berechnet sich nun als

/deJery:/(deJery) . /(Pd:c+Qdy)
C

Cl *02
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2 2
= /[(et—t2)-1+(sint2+t)(2t)} dt—/[(et—4)-1—|—(sin4+t)~0] dt
—2 —2
’ 3 2
- /(et—t2+2tsmt2+2t2—et+4)dt:[g—cost2+4t]_2
-2

16 64
= —+4+16=—
3 i 3
Mit dem zweiten Satz von GauBl erhélt man P, = —1 und (), = 1 und damit
[Pde+Qdy = [(Q.=P)day) = [(1-(-1)d(,y)
c a G
2 4 2
= / / 2dydx = / 8 — 2z dx
r=—2 y:x2 r=—2
2 472 32 64
‘ Sektorformel ‘

Im Spezialfall Q@ = 5 und P = —¥ erhélt man Q, — P, = 1. Damit 148t sich die

Flache des Gebiets als Integral iiber die Randkurve berechnen:

1
Vol (G) = §/xdy—ydx.
c

Natiirlich kann man auch andere Vektorfelder mit dieser Eigenschaft verwenden,
zB.QQ=xund P=0oder Q@ =0 und P = —y.

Beispiel 4: Der Flacheninhalt des Gebiets G aus Beispiel 3.

Mit den oben angegebenen Parametrisierungen erhélt man

2Vol (G) = /(xdy—ydx)— /(xdy—ydx)

- /[(t-2t—t2-1)—(—4-1)]dt

-2

2
_ /t2+4dt: [t;+4t]2 64
22

2

2
und damit Vol (G) = %

Sektorformel
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Satz von Green, Greensche Formel

C Sei G C R? ein Gebiet mit Randkurve C und dufle-
rem Normalenvektor 77, g und h seien zweimal ste-
tig differenzierbare Funktionen. Dann ist

St

/( %_hgg)d _/(gﬁh—hﬁg)d(x,y)-
c G

Jg
Dabei ist A der Laplaceoperator, Af = fu, + f, und =5

5 die Richtungsableitung

0
von ¢ in Richtung 7, also a—“‘l =grad g - 7.
n

dg
Esist | = ds der Flu des Vektorfeldes grad g durch die Kurve C, also

c on
0
/ gds-/gradgdﬁ.

Zwei Spezialfille:

Fiir h(z,y) =1 ist /—ds = /Agd(x,y).

0
Ist g eine harmonische Funktion, also Ag = 0, so ist / 8—€ ds = 0.
7

dg
Beispiel 5: Das Integral von Er iiber den Rand R des Einheitskreises K fiir

g=1z>+y>

Genau wie in Beispiel 2 ist der Normalenvektor im Punkt (z, y) des Einheitskreises

2?2 +y? = 1 wieder 7 = (9;) Daraus folgt

0
875]? =gradg -1 = (2x,2y) (;) =222 + 2% = 2.

Damit 1st/agd3—/2ds:2-27r:47r.

Andererseits ist Ag =2+ 2 =4 und /Ag d(z,y) = 4Vol (K) = 4.
K



