1.9. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN 101
1.9 Eigenwerte und Eigenvektoren

Alles in diesem Abschnitt bezieht sich auf quadratische reelle oder
komplexe n x n-Matrizen.

Statt E, (n x n-Einheitsmatrix) wird kurz E geschrieben.

1. Definitionen |

‘ Eigenwerte und Eigenvektoren ‘

Ist A eine Matrix, so heiit p(A) = det(A — AE) charakteristisches Polynom von
A. Eine (komplexe) Zahl A heifit Eigenwert(EW) von A, wenn A Nullstelle des
charakteristischen Polynoms ist.

Ist A Eigenwert von A und Z ein Vektor & # 0 mit (A — AE)Z = 0, so heifit @
Eigenvektor EV von A zum Eigenwert \.

Das bedeutet, daB 7 # 0 genau dann Eigenvektor zum Eigenwert X ist, wenn gilt

Ar = \&

Ist \ k-fache Nullstelle von p, so ist o(\) = k die algebraische Vielfachheit von A.

Die geometrische Vielfachheit oder Vielfachheit () ist die Dimension des Kerns
von A — AE, also die Dimension des Eigenraums von A zu \.

Andere Bezeichnungen: Manchmal sagt man Ordnung statt algebraischer Viel-
fachheit und Vielfachheit statt geometrischer Vielfachheit.

Ist A Eigenwert von A, soist 1 < v(A) < o(A) < n. Im Fall v(\) < o()) existieren
zu A Hauptvektoren (HV) hoherer Stufe.

Ein Vektor & heifit Hauptvektor k-ter Stufe zu A, wenn gilt

(A—AE)*Z =10, aber (A—\E)*'Z#0.
Wegen (A — AE)°Z = EZ = ¥ sind die Eigenvektoren gerade die Hauptvektoren

erster Stufe. Ist # Hauptvektor k-ter Stufe, so ist (A — AE)Z Hauptvektor (k—1)-
ster Stufe.

Der Hauptraum ist der Spann aller Hauptvektoren. Seine Dimension ist o(\), d.h.
es gibt insgesamt soviele l.u. Hauptvektoren wie die Nullstellenordnung von A.

Insbesondere gilt bei einer einfachen Nullstelle des charakteristischen Polynoms:

Es gibt einen eindimensionalen Eigenraum und keine Hauptvektoren hoherer Stu-
fe.
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Eine reelle Matrix heiit (reell) diagonalisierbar, wenn

i) das charakteristische Polynom nur reelle Nullstellen hat

ii) fiir jede Nullstelle algebraische und geometrische Vielfachheit iibereinstim-
men.

Das bedeutet, daf§ der R™ eine Basis aus Eigenvektoren von A hat bzw. dafl es
keine Hauptvektoren hoherer Stufe gibt.

Entsprechen heifit eine komplexe Matrix (komplex) diagonalisierbar, wenn fiir
jede Nullstelle die geometrische und algebraische Vielfachheit {ibereinstimmen.

Das Spektrum von A ist die Menge der Eigenwerte o(A) = {\1,..., \¢}, die
Resolventenmenge ist p(A) = C\o(A). Ist A € p(A), so heifit die dann existierende
Matrix (A — AE)~! Resolvente.

Eine Matrix heifit orthogonal, wenn ihre Spalten ein Orthonormalbasis bilden;
d.h. die Skalarprodukte verschiedener Spalten sind stets Null und der Betrag
jedes Spaltenvektors ist eins. Aquivalent dazu ist

AT=A""  oder ATA=AAT=E,.
Im komplexen Fall heifit eine Matrix unitér, wenn gilt
A= A1 oder AYA=AA"=E,.

Die Bedeutung orthogonaler und unitéarer Matrizen liegt darin, daf} fiir beliebige
Vektoren ¢ und «w und einer orthogonalen oder unitdren Matrix A gilt

|AG| = |#] und (A%, AG) = (7, @)

Eine orthogonale Transformation dndert also Winkel und Léngen nicht.

Symmetrische Matrizen und quadratische Formen‘

Eine quadratische Form auf dem R" ist eine Abbildung der Form

n
7= (ry,... ,In)T—> QF) = Z Cij Tj Xj

ij=1
Die ¢;; sind dabei reelle Zahlen mit ¢;; = ¢j;. Mit der symmetrischen Matrix
C = (¢ij)ij=1..n schreibt sich das als

Q@) =707,

Andersherum ist () die zu C' gehorende quadratische Form. Die Untersuchung
quadratischer Formen ist wichtig bei der Untersuchung von lokalen Extrema
von Funktionen auf dem R", vgl. Kapitel 4.5. Dort ist die symmetrische Matrix
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durch die Hessematrix einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion gegeben.
In diesem Abschnitt findet man auch weitere Kriterien und Rechenmethoden zur
Untersuchung der Definitheit einer quadratischen Form oder Matrix, z.B. das
Hurwitz-Kriterium.

Eine symmetrische Matrix heifit genau dann positiv/negativ (semi)definit oder
indefinit, falls das fiir die entsprechende quadratische Form gilt.

Die quadratische Form heif3t

positiv definit , wenn fiir ¥ # 0 stets Q(Z) > 0 ist
& fiir alle Eigenwerte A von C' ist A > 0.

positiv semidefinit , wenn fiir stets Q (&) > 0 ist
& fiir alle Eigenwerte A von C'ist A > 0.

negativ definit , wenn fiir # # 0 stets Q(Z) < 0 ist
& fiir alle Eigenwerte A von C'ist A < 0.

negativ semidefinit , wenn fiir stets Q(%) < 0 ist
< fiir alle Eigenwerte \ von C'ist A < 0.

definit | falls () negativ oder positiv definit ist.

indefinit , falls es Z und 7 gibt mit Q(¥) < 0 < Q(v)
< die Matrix C' hat positive und negative EW.

(Gefihrliche) Schreibweise: C' positiv definit: C' > 0, C' positiv semidefinit:
C >0, C negativ (semi)definit: C' < 0 (C' < 0).

2. Berechnung

‘Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren

Grundsétzlich geht man so vor:

(D) Aufstellen des charakteristischen Polynoms p()\) = det(A — \E)
(2) Ermittlung der Eigenwerte als Nullstellen von p (Hornerschema)
(3) Zu jedem EW werden die zugehérigen EV bestimmt (GauBalgorithmus).

(4) Falls bei einem EW \ die geometrische kleiner als die algebraische Viel-
fachheit ist, kann man Hauptvektoren bestimmen.

Definitheit

Schreibweise
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zu (1): Aufstellen des charakteristischen Polynoms

Das charakteristische Polynom wird als Determinante derjenigen Matrix berech-
net, die entsteht, wenn in A von den Hauptdiagonalelementen jeweils A abgezogen
wird. Im allgemeinen lohnen sich Umformungen mit den Zeilen oder Spalten nur
selten: zwar kann man sich kleinere Zahlen beim Rechnen erzeugen, dafiir nimmt
die Anzahl der X\ in der Matrix aber zu. Hat man eine Zeile oder Spalte mit vie-
len Nullen, lohnt sich (wie immer) Entwickeln. Wenn man Produkte nicht sofort
ausmultipliziert, kann man manchmal im néchsten Schritt Rechnungen einsparen.

Als Alternative oder zur Kontrolle kann man benutzen: p hat immer die Form

p(A) = (=1)"A" + (=1)"tspur ANt 4 ... 4 det A.

Die Spur einer Matrix A (spur A) ist die Summe der Elemente auf der Hauptdia-
gonalen.

Fiir n = 2 und n = 3 ist das ausgeschrieben:

p(A) = A% —spur A\ +det A (n=2)

p(N\) = —=A° +spur AN — e\ + det A (n=23)

@ boc a b a c e f
coist fiir A= |d e f | definiert als ¢ = + |+ .
. d e g J h j
g h j
1 2 3
Beispiel 1: A= (4 3 -2
0 0 5
1 2 1 3 3 =2
spur A=14+3+5=9, CQ—|4 3|+’0 5|+‘0 5 |——5—|—5+15—157

1 2

detAzB‘ 43

‘ = —25 und damit p(A\) = —A* +9\? — 15\ — 25.

Wenn man will, stellt man lieber die Nullstellen von —p fest (da —p(\) mit +\3
beginnt), rit (da die Summe der Koeffizienten bei den geraden und ungeraden
Potenzen beidesmal 16 ist) die Nullstelle Ay = —1 und dividiert mit dem Horner-

schema:
1 -9 15 25

-1|—- -1 10 =25
1 —-10 25 O

Das Restpolynom A? — 10\ + 25 hat die doppelte Nullstelle Ay 3 = 5. Es ist also

M=-1 d=X\=5
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1—A 2 3
Einfacher ist es so: Beim Ausrechnen von p(\) = 4 33—\ =2 | ent
0 0 5—A
wickelt man nach der letzten Zeile und erhélt mit der p-¢g-Formel
1—A 2
pN = 6=

4 3_)\’:(5—)\)()\2—4)\—5):—()\+1)()\_5)2

zu (2): Ermittlung der Eigenwerte

Hat man in (1) p(\) bestimmt, sucht man wie in Abschnitt 1 beschrieben die
Nullstellen. Hilfsmittel ist oft das Hornerschema.

Bei einigen Matrizen geht es schneller, da man (1) und (2) in einem Schritt
erledigen kann:

Ist A eine Diagonalmatrix oder eine (obere oder untere) Dreiecksmatrix, so
stehen die FEigenwerte von A in der Hauptdiagonalen.

zu (3): Bestimmung der Eigenvektoren

Ist A ein EW von A, so sind die EV die Elemente aus dem Kern von A — \E, die
nicht der Nullvektor sind. Gesucht sind also Losungen des homogenen LGS

(A= \E)Z = 0.

Die Bestimmung erfolgt in der Regel mit den Gauflschen Eliminationsverfahren.
Die Dimensions des Losungsraums ist mindestens eins und hochstens so grofl wie
o(A), die algebraische Vielfachheit von A.

Zum Abschlufl empfiehlt es sich, eine Probe zu machen: Man rechnet die Glei-
chung Ax¥ = Ax nach. Dabei kann man so vorgehen: Man schreibt alle gefundenen
EV nebeneinander in eine Matrix B und berechnet AB. Die Spalten dieser Pro-
duktmatrix miissen dann die Form ”Eigenwert x Eigenvektor” haben; d.h. es
miissen die entsprechenden Vielfachen der Spalten von B sein.

Beispiel 1: Fortsetzung

Zu \; = —1 bildet man A — \{E = A+ E und bestimmt den Kern:

2 2 3 2 2 3 2 20 110
4 4 2| |44 2|14 40]<(0O00O0
00 6 00 1 0 01 0 01

Daraus liest man einen EV (1,—1,0)" ab.

Probe
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Zu Ay 3 = 5 rechnet man analog mit A — 5E:

-4 2 3 —4 2 3 -4 20
4 -2 2|10 01]l«<]10 01
O 0 O 0 0 0 0O 0 0

Da A—5FE der Rang zwei hat, gibt es also nur einen eindimensionalen Eigenraum,
obwohl A\ = 5 doppelter Eigenwert ist. Einen EV liest man als (1,2,0) " ab.

Die Probe macht man fiir beide EV gleichzeitig mit dem Falk-Schema:

1 1
—1 2 +« Eigenvektoren
0 0

12 3 |-1 5
Matrix A — 4 3 —2| 1 10 <« Eigenwert x Eigenvektor
00 510 O

zu (4): Bestimmung von Hauptvektoren

Diesen Schritt braucht man nur, wenn die algebraische Vielfachheit o(\), also die
Nullstellenordnung von A, grofler ist als die geometrische Vielfachheit v(\), also
die Dimension des Eigenraums zu .

Man bestimmt nun nacheinander die Hauptvektoren zweiter, dritter usw. Stufe,
bis die Dimension des verallgemeinerten Hauptraums o(\) ist.

Hauptvektoren hoherer als erster Stufe sind nie eindeutig bestimmt. Das liegt
daran, daB fiir einen HV v k-ter Stufe und einen HV & kleinerer als k-ter Stufe
die Linearkombination ' 4+ aw ein HV k-ter Stufe ist.

(D Bilde (A—\F)? und bestimme den Kern. Der besteht genau aus dem Spann
der EV (HV 1. Stufe) und der HV 2. Stufe. Man ergénzt nun eine Basis
des Eigenraums zu einer Basis des Hauptraums zweiter Stufe ergénzen.

Die ergénzenden Vektoren sind HV 2. Stufe

(2) Wenn man noch nicht genug HV hat, bildet man (4 — AE)?, bestimmt
den Kern und ergéinzt eine Basis des Kerns von (A — AE)? zu einer von
(A — AE)3. Die ergéinzenden Vektoren sind HV 3. Stufe.

(3) Nach demselben Verfahren werden sukzessive weiter Hauptvektoren be-
stimmt. Das Verfahren bricht spétestens nach dem o(\)-sten Schritt ab.

Die Basisergéinzung in (1) und (2) kann man umgehen, indem man HV sucht, die
auf den bereits gefundenen HV kleinerer Stufe senkrecht stehen und daher von
ihnen l.u. sind:



1.9. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN 107

(D Bilde B = (A — AE)? und ergéinze B um Zeilen, die aus den bereits gefun-
denen HV 1. Stufe (den EW) besteht.

Der Kern der so erweiterten Matrix besteht aus HV 2. Stufe.

(2) Bilde B = (A — \E)? und ergéinze B um Zeilen, die aus den bereits gefun-
denen HV 1. und 2. Stufe besteht.

Der Kern der so erweiterten Matrix besteht aus HV 3. Stufe.

Beispiel 1: Fortsetzung

Da v(5) =1 und o(5) = 2 ist, braucht man nur einen HV zweiter Stufe.

24 —-12 —-16
(1) Zunichst bildet man B = (A —5E)?>= | -24 12 16
0 0 0

Da der Rang von B offensichtlich eins ist, hat der Kern nach der Dime-
sionsformel (S. 65) die Dimension zwei. Wenn man jetzt den Kern von B
bestimmt, benutzt man clevererweise, dafl man schon weifl, dafl der EV
v; = (1,2,0)Tim Kern liegt. Ein zweiter davon linear unabhéngiger Vektor
im Kern ist z.B. v, = (2,0, 3), und das ist der gesuchte Hauptvektor.

Bei der alternativen Methode mufl man mehr rechnen und weniger denken:

(1) In der Matrix B oben ldBt man die zweite und dritte Zeile weg und ergéinzt
um die Zeile (1,2,0).

120@120@120@10—8/15
24 —-12 -16 0 —60 —-16 0 1 445 0 1 445

Daraus liest man (8/15, —4/415,1) T oder (8, —4,15) als HV ab.

‘Besonderheiten bei reellen Matrizen‘

e Da auch reelle Polynome nichtreelle Nullstellen haben koénnen, kann eine
reelle Matrix A auch nichtreelle komplexe EW haben. In diesem Fall kann
man zu A komplexe EV bestimmen.

e Ist A\ = a + ib einen nichtreeller EW, so ist auch A = a — ib EW, und zwar
mit derselben algebraischen und geometrischen Vielfachheit wie .

e Ist # EV zum nichtreellen EW \ = a + ib, so ist £ Ev zu EW X\ = a — 4b.
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Beispiel 2: Eigenwerte und -vektoren von A = (_42 ;)

C)Esmpu):da<f§AQiA>:(4—M@—Ay+2:A%—w+4o

Alternativ:

spur A=6, detA=10 = pA)=I*—-6X+10
(2) Die p-g-Formel gibt A2 =3 L.

(3) Da A eine reelle Matrix ist, braucht man nur zu einem der EW einen EV zu
bestimmen, da man den anderen durch komplexes Konjugieren erhilt. Da
A—\E gebildet wird und man mit positivem Realteil meist leichter rechnet,
wird ein EV zu Ay = 3 — ¢ bestimmt.

_ o (141
A—ME_A—@—QE_<_2_4+J

Die zweite Zeile ist das (—1+1)-fache der ersten Zeile und kann weggelassen
werden. Aus der ersten Zeile liest man einen Eigenvektor v = (1, —1 — i)'

ab.
Damit ist o7 = (1,—1 +4)" EV zum EW \; = 3 +1.

Besonderheiten bei symmetrischen und hermiteschen Matrizen

e Symmetrische und hermitesche Matrizen haben stets nur reelle Eigenwerte.
e Fiir jeden EW stimmen algebraische und geometrische Vielfachheit iiberein.
e Eigenvektoren zu verschiedenen EW stehen senkrecht aufeinander.

e Es gibt eine Orthonormalbasis des R™ bzw. C™ aus Eigenvektoren.

Das bedeutet, daf§ diese Matrizen immer diagonalisierbar sind und daf} sich
jeder Vektor in der Basis der EW entwickeln 148t.

e Schiefsymmetrische und schiefhermitesche Matrizen haben stets rein ima-
gindre EW, d.h. der Realteil ist immer null. Ist die Raumdimension ungera-
de, so haben (reelle) schiefsymmetrische Matrizen immer null als EW und
sind damit nicht invertierbar.

e Ist A cine symmetrische [hermitesche] Matrix, so gibt es eine ONB aus
Eigenvektoren. Fafit man diese zu einer Matrix C' zusammen, so ist C' eine
orthogonale [unitdre] Matrix, d.h. es ist CC"= E,, [CC* = E,]. Es ist

CTAC=C"'AC=D, [C"AC=C"1AC =D

wobei D eine Diagonalmatrix ist, die auf der Hauptdiagonale die EW von
A enthalt.
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Eigenschaften des Spektrums

Ist A eine Matrix mit den Eigenwerten Aq, Ao. .., so gilt:
e Die Eigenwerte von A 4+ pF sind Ay + p, Ao + p. . ..
e Die Eigenwerte von aA sind a);, alds,. ..
e Die Eigenwerte von A*, k € N sind \¥, A5, ...

e A invertierbar <« 0 ist kein Eigenwert von A.

In diesem Fall gilt die letzte Aussage auch fiir & € Z. Insbesondere hat

71 . . L L
A7 die Eigenwerte -, 5-, ...

e Weder fiir die Eigenwerte von A + B noch fiir die von AB gibt es einfache
Regeln.

Beispiel 3: Eigenwerte und -vektoren von A = (g 2)

(1) und (2) Es ist
3-A 2 ‘:/\2—9)\+14:(>\—2)()\—7)

p(>‘) = ‘ 2 6— )\
und damit Ay =2 und Ay, = 7.

(3) Zu M\ = 2 bildet man A —2F = <1 2) und liest einen EV @, = <_2> ab.

2 4 1

Einen EV zu Ay = 7 kann man analog berechnen. Alternativ kann man
auch die Tatsache benutzen, dafl bei symmetrischen Matrizen die EV zu
verschiedenen EW senkrecht zueinander stehen. Man erhélt einen EV zu

. L —1
Ay = 7 als orthogonales Komplement zu o als @ = 0¥ = o)

Normiert man ¢; und 5 und schreibt sie dann in eine Matrix C, erhélt man

-7 %)

Da die Spalten von C' ein ONS bilden, ist C' eine orthogonale Matrix, also C'T =

C—t Mit D = (g g) hat man die Gleichung

AC =CD.
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Diese Gleichung liest man so, wie in Abschnitt 4 beschrieben ist. In C stehen die
EV von A. Das Produkt AC' ist also spaltenweise das Produkt von A mit seinen
EV. Auf der anderen Seite steht das Produkt der Eigenvektormatrix C' mit der
Diagonalmatrix D. Das ist in Abschnitt 4 bereits als eine Matrix bestimmt wor-
den, deren Spalten aus Vielfachen der Spalten von C besteht, wobei die Faktoren
die Diagonalelemente von D sind.

Insgesamt bedeutet die Gleichung also "Matrix mal EV = EW mal EV”.

Aus der Orthogonalitidt von C erhélt man nun
AC=CD & C1'AC=D <« C(CTAC=D.

Die vorletzte Gleichung bedeutet nach den in Abschnitt 7 iiber Basiswechsel ge-
machten Aussagen, daf§ die zu A gehoérende Abbildung in der Basis, die aus den
orthonormierten EW von A besteht, eine besonders einfache Gestalt hat, namlich
durch die Diagonalmatrix D gegeben wird.

Nach all den theoretischen Erklarungen kann man das auch ausrechnen:

g a2 1\ (3 2\ 1 (-2 -1
CAC_CAC_E—l—z 2 6)5\ 1 -2

3. Beispiele

Weitere Beispiele zu Definitheit finden sich in Kapitel 4.4, weitere Bei-
spiele zu Eigenwerten und -vektoren in Kapitel 6.12

2 -1 2
Beispiel 4: Eigenwerte und -vektoren von A= | 1 2 =2
-2 2 2
A 1488t sich zerlegen in
0o -1 2 1 00
A=B+2F=]1 0 -2|+4+2|0 10
-2 2 0 001

Der schiefsymmetrische Teil B hat rein imagindre EW +pui, und, da die Raum-
dimension ungerade ist, den EW Null.

A hat daher EW der Form A5 =2 =+ p und A3 = 2.

Diese Vorbemerkung soll als Beispiel fiir die Verwendung der Rechenregeln fiir
das Spektrum dienen und wird in der folgenden Rechnung nicht benutzt.
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(1) Das charakteristische Polynom wird nach der Sarrus-Regel berechnet.

2-\ -1 2
p(\) = 12—\ =2
—2 22—
= (22 444442 -N+(2-N)+4(2-))
(2—=A)°+9(2—))

Alternativ ist

— 8+8+5 =21

spur A = 24242 =6, 02—‘2 9

det A=8—-44+4+8+2+8=26 und damit p(\) = —A>+6A% —21\+26
(2) Die EW erhilt man durch Faktorisieren von p:

PN =2-N(2-X2)*+9) = \N2=2+£3i, \3=2.

(3) Der EV zu A3 = 2 ist ein nichttrivialer Vektor im Kern von A — 2F =
0 -1 2
1 0 —=2|. Statt des Gaufi’schen Eliminationsverfahrens benutzen
-2 2 0
wir hier den in Abschnitt 5 auf Seite 76 beschriebenen Trick: Der Eigenraum
eines einfachen Eigenwerts ist immer eindimensional. Daher hat A—2F nach
der Dimensionsformel (S. 65) den Rang zwei und man erhélt eine Basis des
Kerns als Kreuzprodukt der (offensichtlich linear unabhéngigen) ersten bei-
den Zeilen:

2
gi=|-1x]| 0 |=]2
2 ) 1

Bei der Bestimmung der Eigenvektoren zu den komplexen Eigenwerten spart
der Trick noch mehr Rechenarbeit: einen Eigenvektor zu A\; = 2 + 3i erhilt

man so als
-3 1 2+ 60
=] -1 ]|x|-=-3i|=1]2-61¢
2 -2 -8

Einen Eigenvektor zu Ay = A\; = 2 — 3i erhilt man, da A eine reelle Matrix
ist, durch Konjugieren von 7}, also

2—061
Uy = | 2+ 61
-8

Bei der Verwendung dieses Tricks wird dringend zu einer Probe geraten!
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Beispiel 5: Eigenwerte und -vektoren von A = <_03 _43>

Da es sich um eine obere Dreiecksmatrix handelt, sind die Diagonalelemente die
Eigenwerte und es ist \y = Ay = —3.

Die EV erhlt man als nichttriviale Lésungen von (A+3E)Z = 0. Wegen A43FE =
0 4\ . : 1
< 0 O) sind alle EV Vielfache von ( O)'

Es ist also ¥(—3) = 1 und o(—3) = 2 und es gibt HV 2. Stufe. Da der verallge-
meinerte Hauptraum die Dimension 2 haben muf, kann es nur der ganze R? sein

und man wahlt als HV irgendeinen von <é> L.u. Vektor, z.B. é; = <(1)>

Beispiel 6: Eigenwerte und -vektoren von A =

o= O O
_— o O O
o O O+
S O = O

Da A symmetrisch ist, sind sicher alle EW reell.

@ A — M\E wird nach der ersten Spalte entwickelt, die entstehenden Determi-
nanten nach der zweiten Spalte:

—0>\ _O)\ (1) (1) -A 0 1 0 1 0
p(A) = — A0 =X 0 [+]-r0 1
1 0 =X 0 1 0 RSN
0 1 0 =X
=\ — = ()N = 2 1)2
A —A‘ ’ 1 —A‘ (A 1>‘ L | = =D
@ Es ist also \j2 =1 und A\34 = —1.
-1 0 1 0
3) EV zu A12 = 1 sind Elemente des Kerns von A — E = (1) _01 _01 (1)

0O 1 0 -1

Man erkennt, daf§ die erste und dritte und dafi die zweite und vierte Zeile
linear abhéngig sind und man daher nur die ersten beiden Zeilen betrachten
muf. Man kann direkt die EV @, = (1,0,1,0)"und %, = (0, 1,0, 1) ablesen.

Analog erhélt man zwei Lu. EV zu A3, = —1 als Basis des Kerns von
1 010

A+E = ? (1] (1’ (1) als @ — (1,0, —1,0)Tund 7 = (0,1,0,—1)T.
01 01



